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m Promotion im Bereich der Stochastikdidaktik zum Thema ,,Kernideen zu
Hypothesentests vorstellungsbasiert entwickeln”

m Aktive Arbeit mit GeoGebra seit 2017

m Erfahrungim Einsatz von GeoGebra insbesondere in

Lehr-Lern-Labor Settings
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GeoGebra als Werkzeug
in Stochastik

1. Beweisen und Niveaustufen des Beweisens
2. Die Satzgruppe des Pythagoras

3. Beweistypen des Satz des Pythagoras mit
GeoGebra-Unterstitzung

4. Optionale Vertiefung:
Anwendungen des Satz des Pythagoras

5. Abschluss
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_’: Folien & Workshopmaterialien RPTU‘:::

https://henrik-
ossadnik.de/workshops/2026 mlulgeogebra
wspythagoras/folien 2026 wspythagoras.pdf

https://www.geogebra.org/m/udwxmitxx

.‘. GeoGebra-Buch zum Workshop
oo
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. R
Literaturempfehlungen PTU‘:::

Weigand, H.-G, Filler, A, Holz, R, [

Kuntze, S., Ludwig, M., Roth, J.,, s
Schmidt-Thieme, B. & Wittmann, G. gie%anﬂ(riefrm
(2018): Didaktik der Geometrie fiir die [
Sekundarstufe I. Springer

Vollrath H.-J. & Roth, J. (2012):
Grundlagen des
Mathematikunterrichts in der mathematiklehréﬁ
Sekundarstufe. Spektrum | ’

Praxisartikel & weitere Quellen:
e https://www.friedrich-verlag.de/friedrich-
plus/sekundarstufe/mathematik/

e http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/index.shtml
5 11.05.2026 RPTU
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Beweisen und
Niveaustufen des
Beweisens
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Anwendungsaspekt Aspekt des Problemlosens

m Ist die Allgemeingultigkeit einer Aussage nicht anschaulich klar, m Beweisfindung — nicht
so dient ein Beweis dieser Aussage dazu einzusehen, dass die Beweisdarstellung —
Aussage allgemeingiiltig ist. steht im Vordergrund

m Ziel des Beweisens:
Beitrag zu Prozesszielen des
Problemlosens

m Istdie Allgemeingultigkeit einer Aussage anschaulich klar, dann
kann ein Beweis dazu dienen, zu verstehen, warum die Aussage
allgemeinglltig ist.

Struktureller Aspekt
Spielt in der Sekundarstufe |
praktisch keine Rolle

Deduktiver Aspekt
Kann man den Satz mit Hilfe bereits bekannter

Satze herleiten? (Prozessziel des Beweisens)

7 11.05.2026
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Niveaustufen des Beweisens PTU‘::: Methematik

Nur muindliche Argumentation

Bezugnahme auf die Beweisfigur
Veranschaulichende Hilfsmittel
Beweisverstandnis wird nicht angestrebt

Ziel
Unterschied zwischen einer Vermutung
und der Einsicht in das ,Warum® erfahren

Tatigkeiten
Argumente angeben

Argumente aufgreifen und weiterfiihren oder widerlegen
Beweisgedanken verstehen & in eigenen Worten wiedergeben

8 11.05.2026
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Niveaustufen des Beweisens PTU‘::: Methematik

Notation als Sequenz von Beweisschritten
Die Schilertatigkeit beschreibende Darstellung

keine lUickenlose Angabe der benutzten Satze

Bezug auf die Beweisfigur bei Aussagen zur Anordnung erlaubt

Ziel
Sicherung und/oder Verstandnis der Allgemeinglltigkeit
Tatigkeiten
Die zum Beweis benutzten Satze angeben
Einen Beweis schriftlich reproduzieren
Fallunterscheidungen durchfiihren

einfache Beweise selbst finden

9 11.05.2026
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Niveaustufen des Beweisens PTU‘::: Methematik

Beweisen hauptsachlich unter dem Gesichtspunkt
der Geometrie als formaler Theorie

Ziel
Ein in Beweiszeilen dargestellter Beweis.

Jede Zeile ist entweder eine Voraussetzung oder
folgt aus darliber stehenden Beweiszeilen.

Tatigkeiten
Als Sequenz von Beweiszeilen notieren
Auf Schlissigkeit und Luckenlosigkeit Gberpriifen
Beweise durch Einfligen zusatzlicher Schritte verfeinern

Verschiedene Beweise zum selben Sachverhalt im
Hinblick auf die verwendeten Beweismittel bewerten

10 11.05.2026
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: ie ot R
Beweisen als Tatigkeit PTU‘:::

Beweisen

Beweisfindung

» Beweisdarstellun
= Problemlosen 9

direkt < indirekt ] { beschreibend } { symbolisch }

! !

[ Vorwartsarbeiten

[ Ruckwartsarbeiten Heuristische Hilfsmittel] verstandlich (bersichtlich
A evtl. unubersichtlich evtl. unverstandlich
ialfall / Anal i
[Spe2|a all / Analogon Voraussetzung [ Skizze ]
& Behauptung *
| erschlieen ][ Hifslinien |
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Satz des Pythagoras

Satzgruppe des Pythagoras

m Bezieht sich auf rechtwinklige Dreiecke.

m Zuihr gehoren folgende Satze:

Didaktik der
Mathematik

Satz des Pythagoras

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der
Flacheninhalte der Quadrate liber den Katheten gleich
dem Flacheninhalt des Quadrates tUber der Hypotenuse.

a? + b? = 2

13 11.05.2026
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Kathetensatz und Hohensatz TU| @ Do

Kathetensatz

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck hat ein Kathetenquadrat
denselben Flacheninhalt wie das Rechteck aus der Hypotenuse
und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt.

a’=c:-p und b°=c-q

Hohensatz

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck hat das Hohenquadrat
denselben Flacheninhalt wie das Rechteck aus den beiden
Hypotenusenabschnitten.

‘=p-q

14  11.05.2026 RPTU
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Logische Struktur der Satzgruppe RPTU ’ Mathematik

Problematik: Satz €2 Kehrsatz

Satz des Pythagoras <> Agyptische Seilspanner

Logische Abhangigkeit der Satze

m Satz des Pythagoras < Kathetensatz b2 K b? hZ

m Satz des Pythagoras = Hohensatz

m Kathetensatz = Hohensatz

m Hohensatz A Satz des Thales = Satz des Pythagoras

m Hohensatz A Satz des Thales = Kathetensatz

/ m b* / « b? «
_ N\ = &
P-q v C2 cq cp

15 11052026 RPTU




Uberginge in der Satzgruppe R @ v
« o TU | Mathematik
des Pythagoras: Beweisideen = - |

Pythagoras = Kathetensatz bzw. Hohensatz
m Satz des Pythagoras auf die Teildreiecke anwenden

m Arithmetische Umformungen

Hohensatz A Satz des Thales = Satz des Pythagoras bzw. Kathetensatz
m Geeigneten Thaleskreis einzeichnen

m Hohensatz auf ein geeignetes Teildreieck anwenden

Kathetensatz = Hohensatz

m Kathetensatz mehrfach auf (Teil-)Dreiecke anwenden

16 11.05.2026 https://dms.nuw.rptu.de/pythagoras @
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Beweistypen des
Satz des Pythagoras mit
GeoGebra-Unterstutzung

dms.nuw.rptu.de RPTU



& Arbeitsauftrag 1: R

M A ) N TU 1, Msthomatic
oMl Einstieg mit GeoGebra-Unterstiitzung p O

- ) Sekundarstufen

. . : i E1l%
m Betrachten Sie das Applet in Kapitel 1: Einstieg des GeoGebra-

Buchs.

0

a’+b>=25

m Nehmen Sie Stellung zu der Frage, wie damit ein Einstieg in den 2 =28

Satz des Pythagoras gelingen konnte. a®= 16 C

m Reflektieren Sie in diesem Zusammenhang insbesondere den L) Thaleskreis
Einsatz von GeoGebra.

2= 25 v =90°

2 GeoGebra-Buch

EI https://www.geogebra.org/m/udwxmixx

6 Minuten

18 11.05.2026
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Satz des Pythagoras Didaktik der
Beweistypen bzw. Beweismethoden

Mathematik

Abbildungsbeweis

(2) Prinzip der Zerlegungsgleichheit

(3) Prinzip der Erganzungsgleichheit

Beweis nach Leonardo da Vinci
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Arbeitsauftrag 2: Beweistypen

20

Betrachten Sie die zuvor genannten Beweisen aus
Kapitel 2: Beweistypen des GeoGebra-Buchs.

Erfassen Sie jeweils die Beweisidee.

Nehmen Sie anschlieRend begriindet Stellung, welche Beweise Sie
wann auch im Unterricht einsetzen wurden.

Reflektieren Sie anschlief3end auch hier den GeoGebra-Einsatz und
inwieweit und wann GeoGebra hier unterstitzt.

Iijﬁ’ E.Ie GeoGebra-Buch

EI https://www.geogebra.org/m/udwxmtxx

Ly

11.05.2026
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Satz des Pythagoras Didaktik der
Beweistypen bzw. Beweismethoden

Mathematik

(1) Abbildungsbeweis
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Abbildungsbeweis
(Im Unterricht Giber Flacheninhaltsvergleiche)

R
b
P

|

a? c
b2

CZ

22 11.05.2026

Scherung

ﬁ

Scherung

ﬁ

a2

CZ

\_ . €

b2

Drehung

ﬁ

https://www.geogebra.org/m/udwxmtxxttmaterial/ndadzzhp O

a2

azcz

aZ

b2

b2

b2

Scherung

ﬁ

Scherung

ﬁ

a2

Didaktik der
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b2

CZ

a2

aZ

b2

aZ

b2

RPTU
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Satz des Pythagoras Didaktik der
Beweistypen bzw. Beweismethoden

Mathematik

(2) Prinzip der Zerlegungsgleichheit
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. . o o R idaktik der
Prinzip der Zerlegungsgleichheit ru O

P _

Prinzip

m Zweiebene Figuren sind genau dann flacheninhaltsgleich,
wenn sie zerlegungsgleich sind.

m Zwei Figuren sind zerlegungsgleich, wenn sie sich in paarweise
kongruente Teilfiguren zerlegen lassen

Ubertragung & Anwendung
m Zerlege
m Kathetenquadrate &

m Hypotenusenquadrat

m so, dass gleiche Teilfiguren

Vorstellung: Zerschneiden entstehen.

Zwei Figuren sind zerlegungsgleich, wenn man sie so zerschneiden
kann, dass aus den entstandenen Teilen die andere
zusammengesetzt werden kann.

Die Gesamtflache bleibt dabei erhalten.

24 11.05.2026 https://toolbox.edu.tum.de/pages/modules/1/55.html
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Prinzip der Zerlegungsgleichheit PTU‘:::

Stuhl der Braut
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Prinzip der Zerlegungsgleichheit PTU‘:::

Stuhl der Braut
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Prinzip der Zerlegungsgleichheit PTU‘:::

Stuhl der Braut
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Satz des Pythagoras Didaktik der
Beweistypen bzw. Beweismethoden

Mathematik

(3) Prinzip der Erganzungsgleichheit
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o o .o o o R idaktik der
Prinzip der Erganzungsgleichheit TV D e

Ubertragung & Anwendung

Prinzip m Erganze
m Zwei Figuren heillen erganzungsgleich, wenn sie sich so durch m Kathetenquadrate &
paarweise kongruente Figuren erganzen lassen, dass die m Hypotenusenquadrat

beiden entstehenden Figuren zerlegungsgleich sind. = Mit passenden, paarweise

kongruenten Figuren, sodass
eine Teilfigur entsteht, die
zerlegungsgleich ist.

m Zwei Figuren sind zerlegungsgleich, wenn sie sich in paarweise
kongruente Teilfiguren zerlegen lassen

Ausgangsuberlegung

m Quadrat mit der Seitenlange
(a+Db)

m Erganzung der

Kathetenquadrate

Folgerung aus diesem Prinzip
Direkte Folge aus obenstehender Aussage ist, dass
zerlegungsgleiche Figuren auch erganzungsgleich sind.

29 11.05.2026 https://toolbox.edu.tum.de/pages/modules/1/52.html
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Prinzip der Erganzungsgleichheit PTU‘:::

Altindischer Erganzungsbeweis

30 11.05.2026 RPTU
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Prinzip der Erganzungsgleichheit PTU‘:::

Altindischer Erganzungsbeweis

31 11.05.2026 RPTU



Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

.. . : : R
Prinzip der Erganzungsgleichheit PTU‘:::

Altindischer Erganzungsbeweis

32 11.05.2026 RPTU



o o .o o o R idaktik der
Prinzip der Erganzungsgleichheit ru| @

P .
Altindischer Erganzungsbeweis
Flacheninhaltsberechnung der
Figuren
m Figurl
1
2 — 2 . —.
(a+b)"=c“+4 > ab ; 3 i .
m Figur2 1 1
1
(a+b)?>=a*+b*+4-=-ab
2 2 2 2
m Gleichsetzen liefert unmittelbar C
2 2 y)
a“+ b =c bZ 2
, b
a \ 2 a
Figur 1 Figur 2

RPTU
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Prinzip der Erganzungsgleichheit
Puzzle-Beweis
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Prinzip der Erganzungsgleichheit
Puzzle-Beweis
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Prinzip der Erganzungsgleichheit R
Puzzle-Beweis pTU|::
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Prinzip der Erganzungsgleichheit
Puzzle-Beweis
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Satz des Pythagoras Didaktik der
Beweistypen bzw. Beweismethoden

Mathematik

(4) Beweis nach Leonardo da Vinci
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Beweis nach Leonardo da Vinci
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Sekundarstufen

. . ° R idaktik der
Kriterien zur Auswahl von Beweismethoden PTU‘::: Mathematk

Ein GroRteil der Schuler muss in der Lage sein,

den Beweis oder die entscheidende Beweisidee

selbst zu entdecken bzw. einen wesentlichen ,
Der Beweis

Beitrag dazu zu leisten. i - f 4 : :
ig ’ erleichtert eine
4 r } wichtige Erkenntnis.

Beispiel
Die Satzgruppe
des Pythagoras
bezieht sich auf
Flacheninhalte.

Der Beweis ist leicht
durchschaubar.

Lernende sollen unterschiedliche
Beweismethoden kennen lernen.

Dies sollte beim
Beweis direkt
erkennbar sein.

Beweis lasst sich gut visualisieren
und /oder enaktiv erarbeiten.

41  11.05.2026 9 RPTU
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A& Arbeitsauftrag 3:
oMl Arbeitsauftrige zur Erarbeitung

m Entwickeln Sie passende Arbeitsauftrage fur lhre Schiler:innen zur
Erarbeitung der verschiedenen Beweistypen mithilfe der
GeoGebra-Applets im Unterricht.

Alternativ: Bearbeiten Sie selbst die bereits vorgeschlagenen
Arbeitsauftrdge in Kapitel 3: Arbeitsbldtter des GeoGebra-Buchs und
passen Sie diese gegebenenfalls an.

IE!H-IE.! GeoGebra-Buch

https://www.geogebra.org/m/udwxmixx

Ly

[=]

42 11.05.2026
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Anwendungen des Satzes
des Pythagoras
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Satzgruppe des Pythagoras: Anwendungen R u| OO s

P .—. Sekundarstufen

Ebene Geometrie

m Berechnungen Berechnungen

0 Diagonale des Rechtecks Raumdiagonalen

0 Hoéhe und Flacheninhalt eines Langen im Raum
gleichseitigen Dreiecks -

01 Abstand zweier Punkte E N
(im Koordinatensystem) i ' c

0 Kreistangenten und Sehnen i \\ g

01 Regulare n-Ecke j ______ P —

0 Kosinussatz //' \\\

m Konstruktionen V4
o Fliachenverwandlung /zﬂr\(\
o Strecken der Linge \'n A
1

44 11.052026  https://www.geogebra.org/m/PJEDcvFx 6o
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Satzgruppe des Pythagoras: Anwendungen

Konstruktionsaufgabe: Zu einem gegebenen Rechteck soll ein Quadrat konstruiert werden, das
denselben Flacheninhalt wie das Rechteck hat.

Katheten- H Hohen- e
satz satz G |

Te
Te
M

C

45 11.05.2026 https://www.geogebra.org/m/ZuH6749V @ https://www.geogebra.org/m/khTUH8CQ @ RPTU
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Satzgruppe des Pythagoras: Anwendungen

Konstruktionsaufgabe: Zu einem gegebenen Rechteck soll ein Quadrat konstruiert werden, das
denselben Flacheninhalt wie das Rechteck hat.

Katheten- H

satz Ausgangspunkt:

Figur zum Kathetensatz

Kann man ein Quadrat
der Figur konstruieren,
wenn man ein Rechteck
hat?

— Konstruktion der
entsprechenden
Kathete. cilc-q cp |c

Welche Schritte sind
notwendig?
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Didaktik der
Mathematik

@ Take Home Messages

Auswahl von Beweistypen wohliiberlegt

Vielfalt unterschiedlicher Beweistypen
kennenlernen

Verstandnisforderung durch GeoGebra- Beweisfindung — nicht Beweisdarstellung —
Simulationen steht im Vordergrund

Arbeitsauftrage miissen passend zum Applet
gestellt sein

Beitrag zu Prozesszielen des Problemlosens

Applets konnen erganzen & insbesondere bei der Systematisierung und
Verallgemeinerung helfen

RPTU
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